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Zur Quantentheorie kontinuierlicher Spektren').
Von J. R. Oppenheimer in Géttingen.
(Eingegangen am 24. Dezember 1926.)

Die Normierung der Eigenfunktionen der Systeme mit Streckenspektreun wird all-

gemein behandelt. Die Theorie wird auf das Wasserstoffatom, die kontinuierlichen

Rontgenabsorptionskoeffizienten, die Polarisation und Intensititsverteilung der

Bremsstrahlung, und die Geschwindigkeits- und Richtungsverteilung der Photo-

elektronen angewandt. Es ergeben sich die Comptonschen und die Kramers-
schen Formeln.

I. Allgemeine Theorie.

I. Einleitung. Nach Schridinger kann man die beobachtbaren
Eigenschaften eines dynamischen Systems aus der Gesamtheit der Lo-
sungen ¥ einer Differentialgleichung ableiten. Falls man es — wie
wir im folgenden voraussetzen werden — mit konservativen, in den
Variablen . separierbaren Systemen zu tun hat, findet man bekanntlich

S
r — Hk l,l.‘k(;l‘k;tj)e.ﬂl)( ;::lEt> (1)

wo die 3y, Gleichungen des Typus
1 0 [ do ; - R
055 30 (0 5o) - a2l = 0 @

geniigen, und wo die Energie E = E (4, 4,...) ist. Fiir spektroskopische ?)
Probleme hat man ferner die Konstanten 4, so zu wihlen, daf die 9 in
jedem physikalisch zuldssigen Punkte (x, @, ... x,) beschrinkt, eindeutig,
und zweimal stetig differentiierbar sind. Die Gesamtheit der so entstehen-
den A-Werte ist das Eigenwertspektrum des Systems und besteht im
allgemeinen aus diskreten Punlten, ihren Hiufungsstellen und kontinuier-
lichen Strecken des A-Raumes. Wir werden die zu einem Punkte dieses
Raumes gehorige Bewegung demgemil periodisch, singuldr und aperiodisch
nennen. Dieses stimmt nach (1) mit dem klassischen Kriferium einer
periodischen Bewegung, dal sie durch eine (mehrfache) Fouriersche
Reihe dargestellt werden kann, abgesehen von trivialen Ausnahmen
itberein.

Nach der Bornschen Auffassung mnb man 3 (r;)?| als eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte der Koordinate . ansehen. Da klassisch nur eine

1) Gekiivzte Gottinger Dissertation.
2} Tur kinematische Problernc mufi man allgeueinere Losungen behandeln.
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periodische Bewegung innerhalb eines begrenzten Teiles des Koordinaten-
raumes vor sich gehf, konnte man auch hier erwarten, daf nur die zu
einer periodischen Bewegung gehorigen i quadratisch integrierbar sein
miiften, daf also alle Integrale

j Y P 0r d oy

iiber das Grundgebiet existieren wiirden. Dal das nicht der Fall ist,
erkennt man an einem einfachen Beispiel. Nimmt man fiir die potentielle

Energie etwa [e xp , 30 sieht man, daff die Wellengleichung

—1

ré 4+ ae]
fiir jeden Energiewert zwischen O und -+ 1 gquadratisch integrierbare
Losungen hat. Falls aber die zu einer ihrer Natur nach unbegrenzten
Koordinate gehorige Differentialgleichung (2) eine und nur eine singu-
lare Stelle im Endlichen besitzt, so ist ¢ dann und nur dann
quadratisch integrierbar, wenn die entsprechende Bewegung periodisch
ist}). Da jedes Teilchen eine singulire Stelle und eine prinzipiell unbe-
schrinkte Koordinate in die Differentialgleichung einfithrt, konnte man
vermuten, daf dieser Satz fiir alle echten physikalischen Probleme gilt.

2. Die Eigendifferentiale. Wegen der Selbstadjungiertheit der
(ileichungen (2) sind die simtlichen 3 zueinander orthogonal. Bekannt-
lich?) miissen die periodischen Losungen auf eins normiert werden, um
die Heisenbergschen Matrizen zu liefern. Dieses konnen wir nach der
Bornschen Auffassung als eine Wahrscheinlichkeitsaussage deutexr: Die
Gesamtwahrscheinlichkeit, daf ein System gleichzeitig in zwei ten-
zustinden existiert, ist Null; das Gewicht jedes Quantenzustandes ist eins.
Fiir die aperiodischen Bewegungen versagt einerseits wegen der Nicht-
integrabilitit der entsprechenden i die Schrodingersche Normierung;
andererselts hat jetzt die zweite Wahrscheinlichkeitsaussage iiber das
Gewicht keinen Sinn.

Das mathematische Problem der Normierung kontinuierlicher Spektren
ist von Hellinger?®) fiir die quadratischen Formen, von Weyl*) fiir
Sturm-Liouvillesche Gleichungen gelost worden. Und zwar findet man

1) Der Beweis beruht darauf, daf man im Unendlichen entweder zwei be-
schrinkte, nicht integrierbare Lisungen oder eine unbeschrinkte und eine integrier-
bare hat, die nur fir gewisse A-Werte mit dem an der anderen singuliren Stelle
analytischen Integral iibereinstimmt.

2) E. Schrodinger, Ann. d. Phys. 79, 734, 1926.

3) E. Hellinger, Crelles Journ. 186, 1, 1910.

4) H. Weyl, Math. Ann. 68, 220, 1910.
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nicht, daf es ein eindeutiges Normierungsverfahren gibt, sondern daB
fiir jede stetige Funktion f(A) die Bedingung?)

im1/Af [ oded, 04,0 = 4,

4f—>0
rihar fat 4f
4,0 = [9df@); 4,0 = [pdf Q) (3)
71 fa

eine durchfithrbare Normierung der ¢ liefert. Dabei ist §,, -— 0,1, je
nachdem die Intervalle f,, f, + Af und f,, fy+ 4 aus- oder in-
einanderliegen. Man kann offenbar durch eine geeignete Wahl von
f(A) die von 9 abgeleiteten Matrizen mit einer willkiirlichen Funktion
von 4 multiplizieren. Das physikalische Problem ist die Bestimmung von f£.

3. Dasnormierende Differential?). Fiir diesen Zweck betrachten
wir zunichst eine Differentialgleichung (2) mit Punkt- und Strecken-
spektrum. Das Ergebnis fiir f wird dann allgemein gelten. Wir fassen
zwel, der Eigenfunktion ¢ (1,) und dem Eigendifferential®) 6 (4,) ent-
sprechende Anfangszustinde ins Auge und berechnen nach einer von
Dirac?) angegebenen Methode die von einer Lichtwelle erzeugten Uber-

1) Dabei ist (3) gerade die Bedingung, daf die durch
F(x)y(ha) = [ F(L4)dO@) (38)
definierten kontinunierlichen Matrixkomponenten einer Funktion F'(x) durch
F@,2)=fodz F(x) y(2,4) v* (2, 4)
gegeben seien. Denn aus (3a) folgt

[ F(x) v (h2) v*A,2) oda = [ o dw v* (M x) [ £(44") dOU")

2) Die Uberlegungen dieses Abschnittes konnen etwas vereinfacht werden,
indem man das Integral des Quadrats der gestorten Eigendifferentiale statt das
Quadrat der Koeffizienten dieser Eigendifferentiale als Ubergangswahrscheinlich-
keiten nimmt. Man erhilt dann statt (5)

27 (R o) [
WL\ZI'[( 1A A
Man kann ferner zeigen. daf alle Ubergangswahrscheinlichkeiten gegeniiber Trans-
formationen von f invariant sind und daf fir alle f das Gleichgewichtsprinzip seine
Giiltigkeit behalt. Unsere Wahl von f entsteht dadurch, daf man verlangte, daf
das Quadrat der Matrixkemponenten selber fiir die Absorptionskoeffizienten maf-
gebend sein sollten. Sie hat aullerdem noch die Eigenschaft, daf nur fiir sie das
statistische Gewicht einer Strecke durch das Integral des Quadrats der Eigen-
differentiale gegeben ist. (Anm. bei der Korrektur.)

%) Die -/ ®(4) sind im Grenzfall wegen der Vertauschbarkeit der Folge

der Integration nach 4 und der Differentiation nach z Losungen der Differential-

gleichungen.
1) P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. (A) 112, 661, 1926.
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gangswahrscheinlichkeiten 4, > 44, 44, > 1,, Wir berechnen dann
nach Born?') die Gewichte der zwei Anfangszustinde — fiir /@ natiir-
lich in einem etwas erweiterten Sinne —, und sodann quasiklassisch die
Gewichte der Zustinde im thermodynamischen Gleichgewicht. Hieraus
erhalten wir, wegen der Unabhiingigkeit?) dieser Wahrscheinlichkeiten, die
Ubergangswahrscheinlichkeit fiir das Gleichgewicht. Endlich verlangen wir,
dab diese einander gleich sein sollen, und erhalten eine Bedingung fiir f.

Wir schreiben die Gleichung (2) in der Form

0?10z (Vo v) +[A+ X' @) Veo v =0.

Da diese Gleichung Punkt- und Streckenspektrum besitzt, muf X' (4)
asymptotisch einem begrenzten Wert zustreben, den wir offenbar gleich
Null setzen kénnen %):

lim X' = 0.

X —>» oo

Wir berechnen jetzt die Stérung, die eine polarisierte Lichtwelle
(mit elektromagnetischem Potential %) in den Systemen a) ¢ (1,) und
b) 40 (1,) erzeugt. Sei M (x) die Komponente des elektrischen Moments
des Systems parallel . 3 hingt auch von den anderen Koordinaten
ab; wir konnen aber hier diese Abhingigkeit vernachlissigen, da es sich
nur um Anderungen in einem bestimmten 1, handelt. Die Stérungs-

A M
funktion in der Schrodingerschen Gleichung ist dann —E{{ Wenn wir
jetzt in dieser gestorten Gleichung mit dem Ansatz
Ze@v@® + [a@)do@

eingehen, so erhalten wir nach der Diracschen Methode eine Differential-
gleichung fiir o (1)

%co'c(l) = zya(x')ﬂ'[(“')vltexp{

. ) Qi
+{ e @)L G2 Aery {% (Fy— Byt } dF (s

2mi 1
T (EZ—EZ’)t[

1) M. Born, ZS. [. Phys. 40, 167, 1926.

2) P. A. M. Dirac (1. ¢.); Born (1. c.).

8) Der Fall, daffl X' keinem Grenmzwert zustrebt, sondern oszilliert, bietet
keine besonderen Schwierigkeiten; nur miissen iberall Integrale X = | X'dzx
durch ihre Mittelwerte ersetzt werden. Dieser Fall kommt z. B. beim C(;mpton-
effekt vor. Unsere Normierung gilt auch da (W. Gordon, Z3.{. Phys. 40, 117, 1926).

Zeitschrift fiir Physik. Bd. XLI. 18
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Setzen wir jetzt die Anfangswerte von « ein, integrieren, setzen die so er-
haltenen o-Werte wieder ein, integrieren wieder, und vernachlissigen wir
endlich die von den Phasen abh‘a’mgigen Terme, so erhalten wir fiir die Zeit 7'

a) |y |r = 72 A |M(,1 i

b) [e@ 2 |r = |e(d)* |z 4 2
Wir bemerken jetzt, dal die Strahlungsdichte pro Frequenzeinheit

|27 ?
( erp Ui (E;, — E3,) 1‘} di ‘
: !

2

2z’
¢

I, —

. 2
j W ezivt Jt

0

ist. Die Anzahl der in a) von A, nach i, bis 1, + A1 iibergehenden
Systeme ist

1

27 2 Eq o , .
S A PLA(E) v = By— B ©)

Die Anzahl der in b) von l bis 4, + 4 4 nach 4, iibergehenden ist
,a LB, 20| A ©)
Wir gehen jetzt zur Berechnung der Gewichte des Anfangszustandes
iiber. Nach dem oben Gesagten ist das fiir den Fall a) gleich der Einheit.
Um das Gewicht eines zu einer aperiodischen Bewwgung gehorigen
A-Intervalls zu definieren, verfahren wir folgendermaBen: Wir betrachten
im Koordinatenraum (z,, ., ... »,) des Systems eine unendlich ferne Fliche
# — const. Als Gewicht einer Strecke 72 nehmen wir die in der Zeit-
einheit durch diese Fliche stromende und 44 entsprechende Wahrschein-
lichkeit. Diese erhalten wir aus einer Anwendung des Greenschen
Satzes auf die Schrédingersche Differentialgleichung: die Gesamtwahr-
scheinlichkeitsinderung in einem abgeschlossenen Bereiche des Raumes
ist durch ein Fldchenintegral iber die begrenzende Fliche gegeben!):

d . h o .
dtj P2y — mep‘vvp-)nd;.

Der durch unsere Fliche stromende Teil ist wegen der Normierung?) der

i ho - # -
T = lim o AT T @) O

1) ge ist hier einc Masse; fiir das Einkorperproblem dic Masse des Teilchens.
g bedeutet ,imaginidrer Teil*.

2) Falls mehrere Zy kontmmerllch sind, so hat man die Integrale durch
Mittelwerte zu ersetzen.

8) Dabei ist das Lingenelement in der x-Richtung durch ds — gdx ge-
geben. Nach Gleichung (2) hingt ¢ nicht von x ab.



Zur Quantentheorie kontinuierlicher Spektren. 273

2t
Fir ¥ = 40 (4,) ¢ * lonnen wir dies mit der Gleichung (4) und der
Bedingung (3) berechnen. Sei u(x) eine Losung von (4) und £(1) ein
normierender Faktor, dann wird?)

fls+ 44)

I
0 A0 = [ EQu@A)df(); Zo = 55;; 3w @ (@] 8 [ WP
f ) -
Die allgemeine asymptotische Losung der Gleichung lautet

u —> KeVir+Xlityon, 8)

wo K und y stetige, mit 1 langsam versinderliche Funktionen sind. Hier-
aus bilden?) wir den Integranden des Integrals in (3)

; 4 . * X |
Eo'lut 4@ > — f K28 21 sin { o= gl
’ : yiovET
Die Bedingung (3) lautet also
4

lim  lim J—LK”&QAlzfsm{(‘x + X)Allﬂi':L ©)

Aie>0 A—> o ‘/13 J 2
o

ird 8
Das wird %) An K gAY
Andererseits ergibt (8)

lim 3 (u () o' (#)*) = A"2 K2,

2 —» o
lim £2 3 (u (o) o' (@)*) = Y, =f". (10)

T—> o
Das fitr das System b) berechnete ,Gewicht® der Strecke 44 wird also
(4 ?
NS an

8a2*u '@y

Wir miissen jetzt das Verhiltnis der statistischen Gewichte der
Strecke 44 und des Wertes 1, nach der klassischen Quantentheorie be-
rechnen. Elementare statistische Betrachfungen®*) zeigen, daf es 4 F,
selbst proportional sein muf; aber wir kommen mit diesem Ergebnis
nicht aus, da es uns zum Beispiel nicht das Intensititsverhiltnis des

also wird

2o =

1) Wegen der oben erwihuten Vertauschbarkeit der Folge der Integr"tlon
nach /4 und der Differentiation nach .

2) Man kann den asymptiotischen Wert tiberall gebrauchen, weil das Integral
zwischen allen endlichen Grenzen beim Grenzitbergang verschwindet.

3) ) fiihr =

) Man fithre y — <V} Vk‘
F Fues, Ann. d. Phys. 81, 482, 1926.

4) Siehe hierzu J.R. Oppenheimer, Proc. Camb. Phil. Soc. 23, 422, 1926.

18*

)._H. als neue Integrationsvariable ein. Siehe
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kontinuierlichen und Linienspektrums ergeben wiirde. Wir stellen also
diese rein kinematische Frage: Im Mittel sitzt in jedem diskreten Quanten-
zustand ein Teilechen; wieviele Teilchen mit 1-Werten zwischen 1, und
A, + A2 schreiten dann im Mittel in der Zeiteivheit tiber eine unendlich
ferne Grenze hinein? Dabei sind alle anderen Quantenkonstanten fest-
zuhalten. Denken wir uns einen aus der zu A gehdrigen Wirkungs-
variablen J == J (1) und der kanonischen Winkelvariablen ¢ bestehenden
Phasenraum, so lautet die Antwort offenbar: die durch k geteilte in der
Zeiteinheit von den Teilchen zuriickgelegte Fliche dieses Raumes:
wd (A) A1 Aus der Gleichung (4) sehen wir ferner, daf # asymptotisch
nur von w abhiingt; daher {reten alle diese Teilchen tatsichlich tiber die

% — const - Fliche im Koordinatenraum herither. Da auch quanten-
mechanisch in diesem Falle

. OE

YT oT

ist, erhalten wir fiir das oben definierte statistische Gewicht der Strecke

A dy + A4
1

T

’ Q
&

aJ 1
7 o7 A= 4E, (12)

D

Wir dividieren jetzt (6) durch (11), multiplizieren den Quotienten dann
mit (12). Dieses ergibt dann die Ubergangswahrscheinlichkeit aus dem
Intervall 4,, 4, + 44 nach 2, in einem Gleichgewichtssystem, und muf
daher (5) gleich sein. Wir erhalten also

A<E9> _8med iy
R) R 2
‘ (1)

df h

4L 8a s '
Man kann sich leicht iiberzeugen, daB dieses Ergebnis auch im allgemeinen
gilt. Nur wenn X' asymptotisch positiv unendlich wird, und wenn es
asymptotisch wesentlich von einem anderen kontinuierlich verinderlichen
% abhingt, miite man das statistische Argument efwas #ndern. Dieser
Fall wird wobl in physikalischen Problemen nie vorkommen.

Die Eigendifferentiale sind also
it di

I
Z

Damit ist die Normierung durchgefithrt.
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Zum Schlufl bemerken wir: Falls man, wie in den iiblichen Problemen

iE B
i~ 8xugt

hat, so hat df die Dimensionen einer Frequemz. Die Quadrate der
photoelektrischen Matrixkomponenten unterscheiden sich dann durch einen
Zeitfaktor von den periodischen, wie es auch sein sollte'). Und die
Zahl der in der Strecke 44 (pro Zeiteinheit) eintretenden Teilchen ist
nun im Gleichgewicht gerade

h ' ——
m@s(ifnﬁ’ NAf = j'A@ngw,

wenn hier ¢ nach (10) normiert ist.

II. Anwendung auf das Zweikdrperproblem.

1. Die Losung der Differentialgleichung?®). Die Berechnung
der Eigenfunktionen fithren wir in zwei Schritten durch. Wir finden
erstens die beschrinkten, eindeutigen, zweimal stetig differentierbaren
Losungen unserer Gleichung. Eine solche Losung bezeichnen wir mit #,
den entsprechenden normierenden Faktor mit £, und schreiben ¢ — £u.
Wir werden auch immer die Argumente und Parameter von v, £ und «
unterdriicken, wenn der Sinn sonst klar ist.

Wir nehmen als Modellsystem einen schweren Kern der Masse 7,

2

der ein Elektron mit dem Potential — Z% — é)—) anzieht. Dabei ist R
der Elektronenabstand, Z ¢ die ,Kernladung®, — ¢ die Elektronenladung,
und b eine kleine Konstante, die fiir das Wasserstoffatom verschwindet,
fiir K-Elektronen in schweren Atomen einen roh berechenbaren Wert
annimmt. Nach der iiblichen Abspaltung der Schwerpunktsbewegung

und Separation der ibrigen Gleichung in Polarkoordinaten erhalfen wir

w' (p) + Apu = 0,
Ly (e o e o
& (e (‘;—)+(y2+3‘—’°—(’i;1£3)u — 0.

v

zunichst

1) Weil man klassisch fiir periodische Bewegungen die Ausstrahlung pro
Zeiteinheit, fiir aperiodische fiir die ganze Bahn berechnet.

2) Die Ergebnisse dieser Abteilung sind von E. Fues, Ann. d. Phys. 80,
1926, fiir das Molekiilproblem, von J. R. Oppenheimer, Proc. Camb. Phil. Soc.
(1. ¢.) fiir das hier behandelte gegeben worden.
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Die Gleichungen sind alle bekannt. Das erste Ergebnis ist, daB die §-
und @-Bewegungen fiir periodische und aperiodische Bahnen gleich sind:

im besonderen muf man i, — w% iy = 5> —

setzen. Das wiirde
klassisch nicht der Fall gewesen sein, wo man die Quantenbedingung
aus der Periodizitat der Bewegung selbst, und nicht aus dem periodischen
Charakter der Koordinaten ableitete. DBekanntlich muBf man m ganz-

zahlig, s halbzahlig annehmen, und erhalt

# (@) = cosm @ +isinm g, {

{(m) (14—)
w (@) = P34y, (cos ). J
Die Gleichung fir u (+) lautet
1 ¢ <20u ", oo Rk I
R % Dl : — Yy = 0. (15
Zaor\ dr>+<7} T3 y )” (18)
Dabei ist
L ! 8m* wmM _ 8x*Z&m i
v=r I/*F'mqu[ N YRS TN
und
3abwm I 1
A ) R,
B i E(m + M) 4
Fir b = O ist % ganzzahlig. s ist die Elektronenmasse, E die Energie

der Teilchen bei ruhendem gemeinsamen Schwerpunkt.
Die Funktionen
W — ,.;;'[C:r(i_y)wn (¢ 4+ py—nde (16)
b

o . . « w1 1e s
wo n == — ist, geniigen (13), wenn C so gewihlt ist, dafB
7/,

\ (% 7z —pytarile L ppf—nttldz = 0.
¢

Wir werden mit den partikuliren Losungen zu tun haben, die aus der

folgenden Wahl von C entstehen:

u,, C,: eine ans dem negativ Unendlichen herkommende, 4 y um-
kreisende, einfache Schleife,
iy, Cy: eine dhnliche, — p umkreisende Schleife,
ug, Cy: eine um + p und — p herumgelegte Doppelschleife.
Dann ist?)
i, == (I — @231 Emyy L (1 — 2T Iy g (17)

1) Vgl. L. Schlesinger, Differentialgleichungen, V. W. V., Berlin 1922,
Kap. VIIL
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Verschwindet u, nicht identisch, so ist sie eine ganze Transzendente. Ist
sie auflerdem auch im Unendlichen beschrinkt, so ist sie die gesuchte
Losung. Ist sie es nicht, so existiert in diesem Falle keine Lisung.

Setzen wir
petk ¢
w3 [ empprne et = Searr 19)
r=0 T: i

d
in (1B) ein, so erhalten wir die einfache Rekursionsformel

t@Ek+r+ Do, ey —pPe,_y = 0.

Aus dieser finden wir mit ¢, = 0
R AL NP I (19)
[Trv@E+v) 17l
re=1
Wir geben hier die ersten acht ¢,/c, wieder:
f, = —¢,
fy = 6" — 2Lk + 1),
f = —d+ 6k +3)0
fo = 6*— (121 + 14) 6> + (1272 + 24/ |- 9),
f, = — 6+ 20k 4 30)6® — (6042 + 160k + 896,
fo = 6°— (30T -+ 53)6* + (18072 - 600 % + 439) 6® — (1207° (19

4 340K 4 690 k + 225),
f, = —6" + 40k 4+ 91)6® — (380 4% + 4320/ + 11239) ¢
L (72073 4 3300 %2 4 T340k + 3429) 6,
fy = 68— (34% + 140) 6° + (80072 4 65601 + 13934) ¢*
— (824073 4 2252012 + 42886 I -+ 25010) g2
4 (1880 7 + 13440 7% + 86 17012 + 36960 & + 11 025).

Dabei ist k = k -~ !/, gesetzt.
Andererseits finden wir durch Ausfithrung der Integrale in (18)

|p[pEteet

c, = platk +n) (1 _ 62,11'(!:—71)) . (] . e'lnz‘(lsfn)) . Q’

r!
=Bx+-LLi+n+DEFEn—rkz+lan+bt+r4+2 —1)
= (—1yBx+ 1L k—n+ HF(—u—Ikr+ Lk+2+7—n, —1). (20)

Darin ist B das Eulersche Integral erster Gattung, I die hyper-
geometrische Reihe.
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Eine asymptotische Entwicklung erhalten wir aus (17) und

Uy ~ 1 — 697!1'("—”)) rr=terr P4 1 — ) (— ‘ly)" s

(—n+bk4+2)(—n+Ek+1)
2y7r

(1+ +-0),
iy ~ (1 — 2nitk+m) —n—1 e‘f'”l"(k+ 1 —1—71)(27;)—" +E

<L~m+k+?@+k+D+“>
yl

Man sieht jetzt, daf auch in diesem Falle das Schrddingersche
Resultat gilt: Fir jedes positive E ist u, eine beschrinkte ganze
Transzendente. T'ir negative £ mull dagegen # — %k — 1, 2, ... sein?),
um eine solche zu liefern. Wihlt man in diesem Falle C, als einen Kreis
um den Punkt 2 = — », so wird

o ok TN (=20 n+k
wy, = 2m i (— 2ppkriskemrr Ty(nwk—l—*j '
j=0 ) v

(22)

2. Die Normierung der Losungen. Die Werte von £ (), £ (9)
und £ (#) fiir den periodischen Fall erhalten wir durch Einsetzen von
(14) und (22) in [|9Pdz = 1. Es wird

1

£, = 2m; also £, = —,

? = Vom
_ 1 4+ m—DH! s—m— 1!
P L 2 P ™)
£5" = s (5—m—13)! & s(s—}—m—é)!
—1 A
§¥2 = —4x* (2 y)gk_l A? n k); & = 471 (@, k)

2 (2 y)k—llz;

Lm-+54+ 1).

A, k) = n T —7

Setzen wir (17), (21), (13) in (10) und ¢ = +* ein, so folgt fiir £, im
aperiodischen Falle
g’? {(1 _ eQni(kJrn))Q R (1 —_— e2:1i(k—~n))2

. lylesninl-_)ylﬂl"(n 4L+ I)F(— w4 k4 1)} — -?'Tﬂy'

(]

1) Die Bedingung, dal — y ein Pol des Integranden sei.
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Folglich
T B4
T8 g ppetieer !
h 4
b= —— . e8)
(1 —ezik+my (] — @2rihk—N V' (E+ 1 —n) (k414 n)
Wir werden spiter die normierten Koeffizienten ¢, = £ ¢, gebrauchen.

Hier geben wir ¢,;, woraus die hoheren ¢, nach (19) zu bestimmen sind:

g, — l/f‘ﬂglzﬂkﬂzieglw V41 ?}—-n)l"(k +1—m) 24
7 27+ 1)!

3. Die Matrixkomponenten. Wesentlich fiir die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten sind die Mafrixkomponenten der kartesischen Koor-
dinaten des Elektrons). Andererseits sind die durch das Atom erzeugten
elektromagnetischen Potentiale?®) im groBen Abstand durch die Kom-
ponenten der Geschwindigkeiten bestimmt. In diesem Abschnitt sollen
die notigen Rechnungen durchgefithrt werden.

Wir bemerken zunichst, daf die von ¢ und ¢ herriihrenden Faktoren
davon unabhingig sind, ob die Bewegung periodisch ist oder nicht. Wir
erhalten also in allen Fillen die Auswahlregel 45— -1, gm — 0, + 1,
und die Polarisationstaktoren ?)

27 T

@, (s, m; &', m) = J' jcos Fsind v @, )¢ (B, @) ddde
o0

. Bs—s —1—2m@E 4+ m—3)!
o 4:]@?(8'—1)@-—%)!

)

27z
@y (5.m; 8, m) = [ |sin?§ (cosg +ising)y ¢’ dod
o ( ‘ ® 9 v
00
As ](s'+)71+-;)!($__,,,_%)!1/2
2]/3_5'1(5'_—');1—2)!(5_l_,m__é)! 1

(25)

@y (5, m; s, m) = f sin? & (cos ¢ — i sin @) d-a’—dﬂd(p
0
43 (s'+m~g)!(s—m*§)!|“2
2V 1T —m PG m— )

1) P. A. M. Dirae, L c.

2) W. Gordon, L c.

3) Die Rekursionsformeln fir P sind =z B. bei C. Eckart, Phys. Rev.
28, 927, 1926 zu finden.
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1. Hier nehmen wir das Doppelschleifenintegral lings eines Halb-
kreises vom Radius |¢'|, vermeiden den Pol des Integranden und erhalten

be(u B 0y Y| = GoIy—>2sint(k+ 1+ B)mu &y | p' [F—F—3,
wo 1)
1 I
— - 1 0 < .
* §< e —GEF T a)
Fiir gegebene n und ¢’ wird also
.1 3
L (o oy 0y BY | = fy (0, By B |9 P78 25 T3, (27)
wo
3
2, (Brtue\ TR
fOhhk)——vaAijngﬁ+%ﬁ+3ﬁL2—k-Cfugi .,
1 I nh®
1 (28)

0 — F(”'+/‘+1)F(75+7‘"+4){ Dr—k i
l)—F("' L& +D)CRE+S2)nlm 4k + 1))

2. Hier nehmen wir die imaginire z-Achse fiir das Doppelschleifen-

integral, und entwickeln den Nenner nach Potenzen von
|r(n, k5 0, I) |
n—k—1

=3 Sy e (C T T e,
=< ’ (29)
WO

fz (”7 7"7,7.) =

(=Drk+k4j+H I+ k41) {F(n—l; + 1)-‘%
I'n—k—HTRE+Fj+2).50 WTw+E+1]

.
Aus (19) folgt die Konvergenz dieser Reihe fiir ‘%‘ < 1. Sie
lkonvergiert rasch fiir kleines |’ | und ist deshalb bequem f'Li‘r die Unter-
suchung von Spektren in der Nuhe der Grenze. Im Grenzfall ' — 0
strebt | (n, ki n', k)7 einem konstanten, Z? umgekehrt proportionalen
Wert zu.

Um eine allgemein giltige lormel fiir +(n, &; #', ') zu erhalten,
verwenden wir ein Verfahren von Fues?) an, das leider nur fiir ganzzahlige
L and ' gilt. Denn das Integral I; ist gleich (1 — ¢27{®+0) mal einem
einfachen positiven Schleifenintegral wm (+—¢', —y'). Der Integrand

1) Die Formel versagt, wenn } 4 %' eine ungerade ganze Zahl ist. In diesem

3
Fall ist »(n, ks 'y B) ~ |y | 2 proportional [siehe (30)].
?) E. Fues, L c.
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hat im erlduterten Fall aber sonst nur eine Singularitit, den Pol z — y.
g 4
Also ist
] . ) (Z _ 7')1l,+ & (,? + ,J,’)— n'+ k’]
—_— - 7 (’Il + 7\)
I =1 —e™ )}195{ (y — e PRI+
. _ . "\ 27— Gk i+ 3) F2
— y—k—}-k’——j—:i (_2 :n;l)(l—eg""“" +k)) [1 _I_ <%> ] . (30)
"™ A n" I —an \ —iarctg‘f’}"-(k+k'+j+3—2u)
= , \ 2 ¥ .
=205 ) riited) .

Fiir ganzzahlige & und 7 bricht die Rethe mit ¢ — & + ' +j + 3
ab. Man erhilt dann

Lim r (w, k; #', k') = const AR : | y']“k_%
n >0
und
lim » (n, Ir; R, k) = const £—2.
n'—>» oc

Ferner konvergiert die Reihe (80) auch fiir unganzzahlige & und *’
und ergibt dann in den Grenziillen genau die Formeln (27) und (29).
Man konnte deshalb vermuten, daf (30) im allgemeinen eine brauchbare
Naherung liefert.

C. Wir haben jetzt die aperiodischen Matrixkomponenten von y—?2
zu berechnen. Am einfachsten setzen wir die Rethen (18) in das Integral
ein, und integrieren bis zu einem bestimmten r-Wert B. Dabei mu R
so gewihlt werden, daf fiir beide Eigenfunktionen der asymptotische
Wert (21) vernachlissigt werden kann — a fortiori, daf die Entwicklung
(21) tberhaupt gilt. Wenn p und ¢ einander nahezu gleich sind, ergibt

das Verfahren eine gut konvergierende Reihe. Falls also
rer+oly|R> 1,
rer+2)¢'|R>1,

ist
P2 (g ki 0 K == G RETRT AL (31
w0 i

T L_' E’
G’ — o T—06 B
‘ (§01+7;+7;’+1

1
Um +—2 bis zu v 2 berechnen, muf man ungefihr 2N Glieder

der Reihe (31) nehmen. Andererseits konnen wir die Integrale (17)
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gebrauchen, dann die Integrationsfolge wie in B vertauschen ). Fiir grofe

p—adh|L|>1 0Ll ist
2 n, ko, E) = D(E+F + DET|y|F~¥e, (32)
WO 51 — (1 — rzi(n,Jrl:)) (1 — gzni(——n-l—k)) gr
und 1 %
] — 2 Budiys AN . .
sin (l L)?( 1 Xy - <0‘,>

Fur ganzzahlige % und %' kounen wir wieder eine allgemeine Formel
finden. Wir geben sie hier nur der Vollstindigkeit halber wieder, da
sie fiir die Rechnungen durch (81) und (32) ersetzt werden kann:

: . Lk i S - N
r—2(n,k; n',k'):r*——(ﬁ_F/ +1y §12<L+n>( fi—mn )La,

2&inm n 6 /\k4+-k—e@

! [/ ‘ e £ —k—nto N ' s 4
La:g ‘ (1 +?7) <1—?7> (5__7)L +n ('ﬁ"-l—y)"_“ dz
3

X

:2<A 4w — 6)(6 —k— -n) (— 1y =7 =14y .

.” T s [L IV
Fa]ls

Ln L eht dies in (32) iiber.
y 8

IIl. Physikalische Ergebnisse.

1. Anwendbarkeit des Modells. Wenn man b — 0 in (13)
sebzt, so erhilt man den Fall des atomaren Wasserstoffs. Das atomare
Wiedervereinigungsspektrum ist mehrfach®) beobachtet worden; doch
wiren Intensititsmessungen ohne genauere Kenntnis der Energieverteilung
im Kanalstrahl schwer zu deuten. Andererseits ist das einzige bekannte
atomare Absorptionsspektrum — das an die Balmerserie ankniipfende —
noch nicht experimentell analysiert. In den Sternen findet Yii®) zum
Beispiel, daf dieses Spektrum in der Nihe von Hj anfingt, steil bis zur
Grenze ansteigt, und dann bis ins Ultraviolette wesentlich konstant bleibt.
Die Theorie, wie wir zeigen werden, verlangt ganz eindeutig, daf die
Absorption nach der Grenze nicht langsamer als 42° abfiallt. Wir mochten
also den Versuch, dieses Spektrum etwa als ein verschwommenes atomares
Spektrum zu deuten *), als nicht zutreffend ansehen, und vielmehr glauben,

1) Um die Konvergenz der Integrale nach » zu sichern — was nach (21)
verlangt ist -— muB man R () —= — » <C O setzen, und dann » gegen Null kon-
vergieren lassen.

) J. Stark, Ann. d. Phys. 52, 255, 1917; 54, 81, 1917,

8} C. Yi. Lick Observatory Bulletln 375, 1926.

) W.H.Crew und E. Hulbert, Phys. Rev. 28, 936. 1926.
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daB es sich auch hier, wie bei den Alkalien, um eine Uberlagerung eines
echten atomaren Spektrums und eines Molekidlspektrums handelt. Rintgen-
absorptionsmessungen sind auch im Wasserstoff bekannt. Wir werden
sehen, daB die Theorie den wesentlichen Zug dieser Messungen — einen
hoheren Exponent im A-Gesetz — genau wiedergibt. Tin den aperiodischen
Matrizen entsprechendes Spektrum ist bei Wasserstoff nicht bekannt.

Unsere Rechnungen kdnnten auch eine angensherte Giiltigkeit haben
in den Fillen, wo klassisch das Elektron wesentlich in einem gestorten
Coulombfeld sich bewegt — bei den Alkalien und den tiefen Réntgen-
spektren schwerer Atome. Das ist jedoch bei dem heutigen Stand der
Quantentheorie im allgemeinen noch nicht streng zu rechtfertigen. Bei
den Alkalien kommt noch die Schwierigkeit hinzu, daf bekanntlich der
Potentialansatz (IT) auch fiir die periodischen Bewegungen nicht hinreicht.
Wir wollen aber im folgenden annehmen, daf, falls wir b und z so
wihlen, dafl das Potential mit dem wahren in der wesentlichen Strecke
der Matrizenintegrale iibereinstimmt, das Ergebnis auch roh giiltig ist.
Wir miissen aber bekennen, daf diese Annahme eigentlich einer ein-
gehenderen Rechtfertigung bedarf.

Fiir die K-Elektronen in einem schweren Atom sieht man leicht.
daB die wesentliche Strecke von J’r .0 Y ¢*dr fir diephotoelektrischen
Ubergiinge gerade um den Radius der K-Elektronenbahn liegt. Aus der
Tonisationsspannung des Heliums konnen wir aber » fiir diese Bahn roh
berechnen. Anderseits kionnen wir dann auch % aus n —%k =—= 1 be-
rechnen und darauf auch b und wegen 4s — 1 auch #', ' finden. DaB
dieses Verfahren einen sehr guten Wert des Exponenten von A liefert, mag
zum Teil zufillig sein.

2. Das kontinuierliche Absorptionsspektrum des atomaren
Wasserstoffs. Die Zahl der durch eine polarisierte Lichtwelle er-
zeugten Ubergiinge ist durch (5) gegeben. Mitteln wir iiber alle Polari-
sationsrichtungen, und multiplizieren wir das Resultat mit der pro
Ubergang absorbierten Energie, so erhalten wir fiir den Absorptions-
koeffizienten o,

8 3 2
e, I.dy — %’?—P(S) |r(n, ;') 21.dy, (33)
) :
wo v — Rf#®* — R/n'? und R die Rydbergsche Konstante ist und
s+
) — - 34
P = 2T (34)

Wir untersuchen zuniichst die an die Lymanserie ankniipfenden Spektren.
setzen dazu s =1, 5’ =%, k=0, =1, n=1, Z=1. DBetrachten
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wir o, fiir sehr kurze Wellenlingen A, dann gilt die Formel (27) fur
r(r,n’). Nun ist &+ 2" = 1, daher f, = 0; d. h. v (n, n'). ¥+ "2 — (.
Hierin haben wir eine Erkldrung der von Hewlett!) beobachteten Tat-
sache, daf fir Wasserstoff die Rontgenabsorption rascher mit wachsender
Hiirte abfallt als bei schwereren Atomen. Experimentell findet Hewlett!)
fiir den gesamten Schwichungskoeffizient ¢, + const %2,  Deutet man
wie iiblich den ersten Term als Streuung, so stimmt der Absorptions-
koeffizient mit dem theoretischen iiberein2).

Betrachten wir nun mit Hilfe der Formel (29) ¢, in der Nihe der
Grenze. Hier ist |y'| klein, |n'| groB, y = 0, h + W 4 j 4+ 4 = 5,
fo = 4! und

4 !
r(l,n) = 2%:4! y~ "2 ¢; 2( —:‘t) erfeyy T (83)

Fir 9" —> 0 wird dies nach (19)

, 4
232 31 y_‘[25(;{2 :z (— )T —2,85|n'"|~2 } .

E 44z (— 1) = [% (;G*c—-t')]

z ! r=1

und nach (24)

-, 2% 124 1/m ., i,
<3V VEoniie i),

wird (35)
24 1/mu
) >~ — V”]—f‘y—ﬁ (1 — (0,95 ¢ — 0,5) |’ [-2 --:
aus
, Y h
v R4 |n']?.); P=1; 972 = gz?_{.b_li’
findet man nach (53)
24 g aal e
Oy 22 ?m(l —_ 0,3]” I = "').
Fithrt man dann 4 = ¢/v, 4, = ¢/R ein, so wird
oy 3,2 8P A8 A2, (36)

Wir werden spiter auf diese Formel zurtickkommen. Bemerkenswert ist,
daB sie i nicht explizite enthalf.

1) C.W. Hewlett, Phys. Rev. 20, 688, 1922,
2) Dieses ist nicht allgemein zu erwarten, da es sich nicht um atomaren
Wasserstoff handelt.
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Um e, fiir » ~ |n'| zu schitzen, miissen wir die Formel (30) ge-
brauchen. Diese 148t sich nicht leicht allgemein behandeln: setzt man
aber [n'| == n = 1, so findet man

e (A0t (%) — 7,19, (37)

Wir konnen also mit ziemlicher Sicherheit folgendes iiber den Verlauf
des Exponenten von i aussagen: Nah an der Grenze ist er 3,3; mit
wachsendem v wird er allméhlich kleiner, und wiirde asymptotisch den
Wert 2,5 annehmen; aber wegen des singuliren Wertes von ¥ — da
k+F =1 ist — wichst er fiir sehr kurze Wellen wieder an und
strebt dem Grenzwert 3,5 zu.

Demgemaf konnen wir fiir eine gegebene Intensititsverteilung 7, die
Tonisationswahrscheinlichkeit roh berechnen. Nehmen wir beispielsweise
I, = I eine Konstante an, so ist die Wahrscheinlichkeit

49
674152/1116'3”}%,3 ‘ 18,3 012(1},

0

= 2,1 &I[lc*q.

Vergleichen wir diese mit der Anregungswahrscheinlichkeit (1,0 — 2,1),
die der ersten Lymanlinie entspricht. Letztere ist nach (26) gleich
8xde? P 28 I
ch? l'( ’0’ ! )l 810 o 1"2062
Das Verhaltnis ist 725. Die Wahrscheinlichkeit einer Jonisation ist
unter diesen Umstidnden 725 die einer einfachen Anregung.

Fiir das an die Balmerserie ankniipfende Spektrum sind die Ver-
héltnisse etwas komplizierter. Betrachten wir zuerst die Anfangsbahn
n=—2 k=0 Dak und ¥ immer noch fiir den Faktor % singulir
sind, hat man wieder fiir alle kurzen Wellen

o ~ A®5.
An der Grenze kann man mit dem oben benutzten Verfahren eine (36)
analoge Formel finden. Man findet?)
82
we A

2.9

[

o ~ 3,2 (38)
Der Exponent und der Faktor sind fast ungedndert. Diese Tatsache ist
in den Roéntgenspektren in Comptons allgemeiner Formel zum Ausdruck
gebracht.

1) A, ist hier die Wellenlinge der Balmer-Grenze.
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Fir n — 2, = 1 wird asymptotisch
o ~ AMD, (89)
Die Absorption f4llt noch steiler als bei den Elektronen mit kL — 0 ab.
In der Nihe der Grenze haben wir I/ — 0 und 7' == 2 zu setzen. Im

ersteren Fall wird an der Grenze

o, = 0,1 efuc? i, (40)
Die Absorption ist viel geringer als die von k — I, X' = 2, oder k =1,
% == 2 herriithrende. Physikalisch kénnen wir das folgendermafien deuten:

das losgeloste Elektron hat eine geringere Wahrscheinlichkeit, dem Kern
niher zu kommen, als in seiner urspriinglichen Bahn. Die Fortsetzung
der Entwicklung ist fir diesen Fall sehr miihsam?'); o, fiallt aber auch
hier steiler als A3 ab.

Fior £ = 1, ' = 2 kann man wieder die Rechnung durchfiihren:

21,3 1/mp
v(lon') ~ =22 1,/“_” yo2 (L — 2,15 |0/ 222 );

c? I
2 4e¢
P = —; —
30 b=
g bt
o), 3,5 T (41)
du A

Wir sehen also, daf die von k==0 und %#=—1 ausgehenden Absorptionen
an der Grenze einander ungefihr gleich sind, dal aber die von & =— 1
etwas stirker abfillt. Da fiir hohe Frequenzen dasselbe (auch fiir ganz-
zahliges k) gilt, konnen wir vermuten, da8 es fir alle Frequenzen gilt.
Wir sehen also, daf das kontinuierliche ,Balmer“-Spektrum von atomarem
Wasserstoff stets nach der Grenze abfillt (in Absorption — in Emission
kommt noch ein Faktor A—3% hinzu). Wir werden jetzt die Ergebnisse
auf die Rontgenspektren itbertragen, wo die empirischen Tatsachen besser
festgestellt sind.

3. DiekontinuierlichenRdntgenabsorptionsspektrén?). Der
wesentliche Teil des Matrizenintegrals fiir r(1,n") liefert eine kleine
Strecke um r ~ 1/y. Nach unserer Annahme haben wir also b so zu
wihlen, daf es in dieser Strecke mit dem wahren Kraftgesetz moglichst
gute Ubereinstimmung gibt. Diese wesentliche Strecke ist gerade die,

1) Die in (19) angegebenen ¢, [r, Teichen fiir eine genaue Bestimmung der
Exponenten hier nicht aus.

?) Einige der Ergebnisse dieses Abschnitts und des niichsten sind qualitativ
von G. Wentzel, ZS. f. Phys. 40, 574, 1926, gegeben. Siebe auch J. R. Oppen-
beimer, Nature 118, 771, 1926.

Zeitsehrift fir Physik. Bd. XTI 19
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die das K-Elektron in ,seiner Bahn* erfiillt. Vernachlissigen wir die
dulleren Elektronen, so konnen wir den Zusatzterm, der von der An-
wesenheit des anderen K-Elektrons herriihrt, gr6BenordnungsmiBigh
abschitzen, indem wir aus der lonisationspannung des Heliums und den
Beziehungen » — k== 1, b =k (k + 1) die Grofen b und %, &’ berechnen:

w—=12; F=102; b=1025; =11 (42)
In der Tat geben diese Werte gute Ubereinstimmung mit den empirischen
Formeln; der genaue Wert von b ist hierbei nicht sehr wesentlich;

wesentlich ist nur sein Nichtverschwinden.
Setzen wir (43) in (28) ein, so wird

2ysing (b +F + 4w = 0,27
und

Fiir hohe Frequenzen ergibt das mit
P=1;9v~RZ*n'|72% A, = cn?/RZ*
oy ™~ 2,3 i: i (43)
pet b7

Kleine Anderungen von b wiirden dieses Ergebnis nur wenig #ndern.
Mit b = 0,5 wiren die Exponenten gleich 3 und 2, die Konstante
etwas grofler.

Fir A~ 1, wo k == 0 keine Sonderstelle ist, konnen wir g, durch
Interpolation zwischen (36) und (41) roh berechnen. Wir erhalten

2 13,3
w33t B (44)
RS
Ferner (30) 1)
Gl 76

o (3)
Wir konnen also fiir K-Elektronen folgendes aussagen: Den Ab-
sorptionskoeffizienten kann man (wegen 4, ~ Z—2)

— G,Z4+20’l3+(}l:2—6 (45)
schreiben. Dabei ist ¢ immer klein. An der Grenze ist ¢ — 0,3, fallt
aber rasch ab, und hat fiir ;4 den Wert — 0,2. Asymptotisch strebt ¢
gegen — 0,3. Diese Aussage ist durch die Experimente gut bestatigt.

1y Der Zweck dieses Verfahrens, das offenbar nicht streng berechtigt ist,
ist gerade, die Unregelmifiigkeiten zu vermeiden, die fiir sehr wasserstofféhnliche
Anfangsbahnen und sehr kurze Wellen vorkommen. Auch experimentell gibt
Allen (1. ¢.) Andeutungen dieser Unregelmilligkeiten.
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Allen?) findet zum Beispiel, daf es fiir die K-Absorption keine allgemein
giiltige Formel gibt. Er findet folgende Werte fiir a:

Tabelle 1.
Cu Al \ Zn Fe Ni Sn
a oL .. — 038 —0,1 | —04 : —02 —025 | —025

Der Wert der Konstante G #ndert sich im ganzen Bereich um etwa !/,.

Die Formeln (36), (41), (45) enthalten h nicht explizite. Man kénnte
deshalb erwarten, daff sie auch ,klassisch“ abgeleitet worden sind. Das
ist in der Tat der Fall. Denn sie unterscheiden sich nur durch einen
Faktor von der Grofenordnung eins von der von Compton?) gedeuteten
Thomsonschen Formel.

E? /13
.= 15,6 — — -
% " ome® A2
Setzen wir endlich 4, — ¢»?/RZ* in die korrespondenzmiBige Formel
von Kramers ein, so erhalten wir
16 & A3

2“1':

373 me 13

Bekanntlich®) muf man g = 2,2 bis 2,4 fiir die K-Elektronen setzen,
um Ubereinstimmung mit den Experimenten zu gewinnen. Dann wird
& A°

Die Formel (44) stimmt also auch zahlenm#Big.

20, >~ 6,8

Uber die Z- und M-Absorption sind unsere Krgebnisse noch quali-
tativer. Erstens kionnen wir sagen, dal % und 4" sicher nicht ganzzahlig
sein werden, daB demgemiB ¢, sich asymptotisch wie A—%2 —% verhalten
wird. Andererseits konnen wir aus der Konstanz der Faktoren in (36),
(38) und (41) schliefen, daB der Beitrag eines Elektrons zur Absorption
in der Nihe der Kante der Wellenlinge der Kante proportional ist.
Hierin sehen wir auch die Rechtfertigung der universellen Formel
Comptons. Da aber die Absorption, die von einem P- oder D-Term
entspringt, stets rascher mit wachsender Frequenz abnimmt als die eines
S-Terms, kénnen wir noch zwel Schliisse ziehen:

1) Allen, Phys. Rev. 28, 908, 1926.
2) A. H. Compton, ebenda 24, 247, 1919.
3) Biehe z. B. Handb. d. Physik, 23. Bd., S. 324, 1926.

19#
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1. Der Exponent von A sollte fiir L-Absorption etwas grofer sein
als fiir K-Absorption.

2. Regt man mit Rontgenstrahlen, die weicher als die IK-Grenze
sind, an, so sollte mit wachsender Frequenz die Intensitit der Z,- und
L, ~Livien rascher abnehmen als die der L-Linien.

Der erste Schluf ist z. B. von Allen?) bestitigt worden. So findet
er fiir die - Absorption der in Tabelle 1 angegebenen Elemente 6
stets zwischen O und 0,08. Der zweite scheint noch nicht untersucht
worden zu sein. Ohne genauere Kenntnisse der Dynamik der Atome
konnen wir wobl nicht viel weiter kommen.

4. Die Photoelektronen. In manchen Fillen liefert auch oc,/hq/
eine Abschitzung der photoelektrischen Ausheute. Zu diesen gehoren
wieder der atomare Wasserstoff und die K- und Z-Elektronen schwerer
Atome, und mit gréBerer Unsicherheit, die Alkaliddmpfe. Wir werden
uns aber hier mit einer kurzen Besprechung der Intensititsverhiltnisse
in den durch Rontgenstrahlen losgelosten Elektronen begniigen.

Zunichst sieht man, daB die photoelektrische Ausbeute von den
K-Elektronen auch roh durch ein A?+9 Gesetz wiedergegeben werden
kann. Hier aber ist ¢ an der Grenze roh -+ 1,3, fallt dann etwas ab
und strebt asymptotisch dem Wert 0,7 zu. Die Ausbeute ist von Sadler?)
fiir Aluminium gemessen worden fiir einen Bereich, wo nur die K-Emission
wesentlich war. In der Tat verhilt sich ¢, ungefihr wie 1% 35, wie man
aus der von Bothe?) angegebenen Tabelle ersehen kann. Da die Ver-
suche mit einer Metallplatte gemacht worden sind, und da die schnellen
Elektronen leichter aus der Platte hinaus kénnten, ist der etwas geringere
Wert des Exponenten leicht zu verstehen.

Die Konstanten in (36) und (38) und (41) sind einander beinahe
gleich. Deshalb sollte die GrioBe des photoelektrischen Sprunges pro
Elektron dem Quadrat der Wellenlsinge der Kante proportional sein.

Die theoretische Abhingigkeit des Exponenten von A von & findet
in den Versuchen von Robinson?) eine schone Bestitigung. Er beob-
achtet die IL-Photoelektronen verschiedener Afome, indem er sie mit
einem harten Rontgenstrahl beleuchtet. Liegt die Wellenlinge dieser
Strahlung dicht an der L-Grenze, so tritt die I, -
stark vor als die von I, wie es nach (38) und (41) sein miifite; ist die

Emission sechsmal so

Hle

%) 0. A. Sadler, Phil. Mag. 22, 447, 1911.

3) W.Bothe, Handbuch der Physik, 23. Bd., S.340, 1926.
%) Derselbe, L c. 8.352.
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Wellenlinge viel kleiner als die L-Grenze, so ist die L,-Emission tat-
: Der Abfall der aus P-Termen ent-

sdchlich stirker als die von L

springenden Emission ist stirker als der der S-Terme. Diese Tatsache
haben wir im vorhergehenden Abschnitt theoretisch abgeleitet. Auch
das Ergebnis, daB die A -Emission stirker™ als die von I ist, laft
sich durch das Vorhandensein von A2 im Nenner von (36) und (41)
erkliren.

Bekanntlich sind die von einem polarisierten Réntgenstrahl los-
gelosten Elektronen nicht gleichmifiig iiber alle Winkel verteilt!). Das
Maximum liegt in der Richtung des elektrischen Vektors der Strahlung
und fallt longitudinal sowie azimutal ziemlich steil herab. Beschriinken
wir uns auf S—El«?ktronen (s = 3), so konnen wir eine einfache Forme]
tiir diese Verteilung ableiten. Sei # — O die Richtung des magnetischen,
@ = O die des elektrischen Vektors. Dann sind die erzeugten Uber-
ginge dem Quadrat der Matrixkomponenten von — cos @sind propor-
tional [vgl. (25)]. Die Eigenfunktion des Anfangszustandes hingt voun
@ und & .nicht ab. Nach (14) sind die Eigenfunktionen der hyperbolischen
Bahn cos g PY(cos &) proportional. Nach Born hat man |9 (&, ¢,)[* als
die Wahrscheinlichkeit zu deuten, dafiir, daf das Elektron die Koor-
dinaten {, und @, hat. Die Richtungsverteilung ist also einfach durch

sin® § cos? @

gegeben. Das Maximum liegt parallel dem elektrischen Vektor; der
Abfall entspricht auch roh dem von Bubb?) gefundenen. Fiir unpolari-
sierte Strahlung wird die Richtungsverteilung einfach

cos? .

Das Voreilen des Maximums in der longitudinalen Ebene, das mit
harterer Strahlung vorkommt, erkldrt unsere Theorie nicht. Um dieses
zu erhalten, miifte man, wie auch klassisch, die Strahlungsabsorption und
das Wasserstoffatom relativistisch behandeln, wie Dirac®) und Gordon?®)
es fiir das freie Elektron gemacht haben.

5. Die Bremsstrahlung. Betrachten wir zun#chst einen unend-
lichen gleichm#figen Elektronenstrahl, der mit einer der Energie E ent-
sprechenden Geschwindigkeit in der Richtung & — O fliegt. Am Null-

1) W.Bothe, L c. S.3E31L

2) F. W. Bubb, Phys. Rev. 23, 137, 1924,

3) P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. (A) 111, 405, 1926.
4) W.Gordon, l.c.
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punkt sei wieder ein schwerer Kern der Ladung Z& Dann ist die dem
Strahlenbiindel gehorige Eigenfunktion
4
o ="""3 259, k r) Pu_y, (cos 9. (46)
s=1/,
Diese Darstellung ist zwar rein symbolisch, da die Reihe nicht konvergiert.
Bemerkenswert ist auch, daB wegen des langsamen Abfalls der poten-
tiellen Energie (46) asymptotisch nicht in die Eigenfunktion eines freien
Elektrons iibergeht!). Die pro Zeiteinheit pro Frequenzeinheit von der
Frequenz R 72 (n—2—n'—2) aus von diesem System ausgestrahlte Energie ist
26622 , o
(4 s 2 B (It s — 5w s =l
+ By {2 (ny 5 — Yy 0y 5 F YD (47)
Dabei sind
B, =5s{la,50;s— L0+ le,(s0;5— [, 1).ay(s, 0: x— 1, 1)},
Byy=5{|w,(50;54+ 1L O+ |oy5 0;5+ 1, D.ay (s, 0: 54 1, 1]}
Die Matrixkomponenten sind in (25) gegeben.

Beschrinken wir uns jetzt auf sehr groBes E und mifiiges '. Dann
knnen wir (81) fiir die Matrixkomponenten von +—2 gebrauchen. Wir
konnen uns dann ferner auf s' = }, s = 2, also auf den ersten Sum-
manden des zweiten Terms von (47) beschrinken. Die gestrahlte
Energie i, wird

. 128 7!3 Z2£6 . a 9 ' N9
=g EQ.'% 0, G, 05 &, O)F|r—2(n, k; 2, F) 2.
Da aber o, (%, 0; T:; O) — 33—
und groBenordnungsmiBig?) »' > 1, n <1

2%z 2
r—2(n, k; n', ¢) = n'h 3!2 hy’
2uFE
ergibt das mit » — V d
u
64w Z3%
1, —

a o5 M
303 #27’2

1) Die Reihe (46) erhilt man, indem man erstens die Eigenfunktion einer
ebenen Welle ¢/77°*¥ nach den Eigenfunktionen ecines freien Elektrons ent-
wickelt, dann letztere durch die entsprechenden Lisungen des Zweikirperproblems
ersetzt, und endlich so normiert, dai die Zahl der pro Flicheneinheit pro Zeit-
einheit eintretenden Teilchen gleich Eins ist:

hy dy
St 1 =1
2mwu {wb(rcosﬁ)} ’
vgl. J.R. Oppenheimer, Proc. Camb. Phil. Soc. 23, 422, 1926.
2) Wir sehen von dem singuliren Fall ) —= O abh.
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Das unterscheidet sich von der Kramersschen Formel nur durch einen
2V3
Faktor —V— h.
n

In diesem: Grenzfall ist die Strahlung vollstindig polarisiert, und
zwar mit dem elektrischen Vektor parallel dem Elektronenstrahl. Diese
Polarisation ist aber im allgemeinen nicht vollstindig, sondern wird es
nor mit wachsender Hirte der Elektronen.

Die weitere Berechnung der Bremsstrahlung scheint auf Grund des
hier benutzten Modells kaum gerechtfertigt. Fiir schnelle KElektronen
kommen ja nur die Elektronen, die sehr nahe am Kern vorbeifliegen, fiir
die Strahlung in Betracht. Fiir langsame dagegen miiliten auch die den
Kern umhiillenden Elektronen mit beriicksichtigt werden, was zu einer
wesentlichen neunen Differentialgleichung fiihrt.

Herrn Professor M. Born bin ich fiir seine freundlichen Ratschlige
herzlich dankbar.

Gottingen. Tustitut fitr theoretische Physik.




